Grundwissen Mathematik Klasse 9 Lehrplan Plus

Grundwissen M 9

Aufgaben und Beispiele

Reelle Zahlen und Quadratwurzeln

Die Quadratwurzel (kurz: Wurzel) von a (a = 0) ist
diejenige nicht negative Zahl, die quadriert a ergibt.
Schreibweise: v/a . Die Zahl a unter der Wurzel heiRt
Radikand.

Rationale Zahlen lassen sich als endliche oder unendliche
periodische Dezimalbriiche darstellen.

Zahlen wie V2, V1,3 oder auch 7 lassen sich nicht als
Bruch darstellen. Ihre Dezimalbruchdarstellung ist
unendlich lang und nicht periodisch. Man nennt sie
irrationale Zahlen.

Die Menge der rationalen und irrationalen Zahlen nennt
man reelle Zahlen IR.

Veranschaulichung der Zahlenmengen:
N: natiirliche Zahlen, Z: ganze Zahlen,

Q: rationale Zahlen, R: reelle Zahlen

2,010010001....

V64 =8 und +1,21=1,1

Beachte:
1) VO =0 da0*=0ist
2) V—4 gibt es nicht da (=2) - (=2) = +4ist.
3) Die Gleichung x? = 7 hat zwei Losungen, namlich
x; = +V7 und x, = =7
2 —

Z: 1,25 € Q; 2 =0,181818..=0,1

€Q

V2=1,414213..€R

m = 3,141592.. € R

A1l: Gib an, zu welchen Zahlenmengen (N, Z, Q, R) die
folgenden Zahlen gehoren.
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Rechnen mit Quadratwurzeln A2: Vereinfache ohne Taschenrechner.

3T 5V T g [
Fur jede reelle Zahl a gilt: VaZ = |a| Q) V2125 b) V7 c)v(7a) 13a% d) 0,04
Rechenregeln fir Quadratwurzeln: il = 0 _ 00t _ w00 N
Multiplikationsregel: va-vb =+a - b; a20; b>0 Inio'0 — znog'of  Zn9e'|
Divisionsregel: Va:vb =+a:b; a20; b>0 [D]9 = PIEN = DET — POVN = DET — (VL) M 0
Vorsicht: Vva++Vb #Va+b; a>0;b>0

N Ay i
s—gﬁ—gf\s—w(q

§=gzp =521 -2/ =52 -Zp(e

A3: Ziehe teilweise die Wurzel.

a) V50 b) /3,5 1014 c)V72u8

N9 = 402N €7 = (M€ g7 =g - LM (O
01-5€f = (0D S€f = 5101 - S'€M (d
IMS=G5-S-ZM=0SM (N

Teilweises Radizieren:

Wichtige Termumformungen: A4: Vereinfache den Term so weit wie moglich.
e Rationalmachen des Nenners 7 3447 3
1) Nenner besteht aus einer Wurzel: Q) V6 ) 2v7 ) 2+5
Erweitere den Bruch mit dieser Wurzel
d)VbZ—2ab+a?  e),/0,25x2 + 3xy + (3y)?

2) Nenner ist eine Summe / Differenz, in der
Wurzeln vorkommen:

Ag+x3= /Cg+x3[\= /C6+/C'S-xg-2+ xf/\
Erweitere, so dass die 3. Binomische Formel | ‘| z( ‘) ¢ t z( I)

= ,(£g) + £xg + ;xsz'0/ (@

anwendbar ist

|”_Q|=Z(D_Q)/\=zv+qnz—zq/\(P

e Wurzelziehen mit binomischer Formel
- S—¥ SMel  (sp-2)(SpT) | Sp+T (o

9-5SpE= SpeE-9  spE—9  spe—9  (sp-o)e €

YL LT LMLMT LM
L+LME T LHLpE T Lp(LME) T LME

(d

9 _ MM 9.
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Quadratische Funktionen
Eine Funktion der Form

fix ax?+bx+c (a,b,c € Rmita # 0) fix > —6x%+12x — 3
heillt quadratische Funktion.
a, b und c werden Koeffizienten genannt. \ ’
Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel. | 6
Der hochste bzw. der tiefste Punkt einer Parabel ist der '
Scheitelpunkt.

Die Normalparabel ist der Graph der Funktion x = x?:

¥

gixe x2+2

Scheitelpunkt von f: (1/3)
Scheitelpunkt von g: (0/2)

Verschiebung der Normalparabel: 5 5
Der Graph der Funktion f:x — x? + ¢ (e €ER) pix = x+1 q:x = x7 =05
geht aus der Normalparabel durch Verschiebung .
nach oben (e > 0) bzw.

nach unten (e < 0) hervor.

A5: Gib jeweils die Koordinaten des Scheitelpunkts
der Graphen von p und q (siehe oben) an.

(s‘0-/0) s P9 ‘(1/0)s 997

Der Graph der Funktion f:x ~ (x + d)? (d € R) Fox e (x4 1) six o (x = 1,5)?
geht aus der Normalparabel durch Verschiebung

nach links (d > 0) bzw.
nach rechts (d < 0) hervor. \’.\ . f
(Vorsicht: Das Vorzeichen von d und die \

\ ° /
Verschiebungsrichtung sind gegensatzlich!) \
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Die Scheitelpunktform einer quadratischen Funktion hat
die Form f:x » (x + d)? + e (d, e ER).

Der Graph von fist eine verschobene Normalparabel mit
dem Scheitelpunkt S (-d/ e).

Jede quadratische Funktion der Form
f:x — x% + bx + c lasst sich durch die

quadratische Erganzung in die Scheitelpunktform bringen.

A6: Gib jeweils die Koordinaten des Scheitelpunkts
der Graphen von r und s (siehe oben) an.

(0/s'1)S D ‘(o/T-)s #911

fix o x? gixe (x+1)2 -2

A7: Gib den Funktionsterm zum Graphen unten an.

.’ /

2+ (502 =@y N
Die quadratische Erganzung fiir f:x — x2 — 3x + 1:

3
x2—3x+1=x2—2-§-x +1

2

-2 2 B3 4
-~ 2 *73), T\2
'32

- (x_z) —225 +1

=(x—%)2 ~1,25

Scheitelpunkt S (2 /—1, 25)
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E Sk

Enge und weite Parabeln

Die Parabel der Funktion x — a - x? (a # 0) ist
- enger als die Normalparabel, falls |a| > 1,

- weiter als die Normalparabel, falls |a| < 1.

Die Parabel der Funktion x = a - x? (a # 0) ist
- nach oben geodffnet, fallsa > 0,
- nach unten geoffnet, falls a < 0.

Eine allgemeine quadratische Funktion

f:x » ax? + bx + ¢ hat die Scheitelpunktform
f:x » a(x + d)? + e. Man erhilt sie mit Hilfe der
guadratischen Erganzung.

A8: Berechne die Scheitelpunktform von
f:x » x? + 5x — 2 und gib die Koordinaten des
Scheitelpunkts an.

(sz8-/5-)s
Sz'8-— (§+x)=
Z— 79— Z(§+x)=
- e erbrens
s/ \g g

®
1

z
S TH X =T XG+ X1

Vorgehen:
Klammere zuerst den Faktor a aus:
3x%2 +4x -2 =3-<x2+ix—g>
3 3
Fiihre dann fiir den Term in der Klammer die

quadratische Erganzung durch:

e R e e Ol
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Klrze den erganzten Term und fasse zusammen:

Erklirvideo: ) 2 2% /2% 2
Zum Aufrufen des Videos 3-(x"+2 .§x + (5) B (g) 3/

() 3-3)- () -5)

QR-Code einscannen. Multipliziere die Klammer aus:
https://youtu.be/twrgjPISE7I 2N 2

_3<+> 10
—2\*T3) 73

entweder auf den folgenden Link
klicken oder den nebenstehenden

A9: Berechne die Scheitelpunktform von

fix —» —2x% — 6x + 1 und gib die Koordinaten des
Monotonieverhalten einer Funktion: Scheitelpunkts an.

Werden mit zunehmenden x — Werten die Funktionswerte
kleiner, dann fallt \ der Graph, werden die (s’ /ST S§+(ST+0T-cx:/ A
Funktionswerte groRer, dann steigt / der Graph.
A10: Gib die Wertemenge, den grofSten Funktionswert,
die Intervalle, in denen der Graph steigt bzw. fallt und
die Koordinaten des Schnittpunkts mit der y — Achse fir
fix > —2x? — 6x + 1 (siehe Aufgabe 9) an.

(T /0) gs
19 3184 §'T- < X 4Ny ‘Ydeuo 4ap 18193s T~ > X IN4

'§‘S = A :amsuoipiung 4339Qu8 ‘[§S fo — [= M 1

Darstellungsformen quadratischer Funktionen

Allgemeine Form A11: Gib die Nullstellen der Funktion
— 2 1 5
) fx)=ax"+bx+c 1 f) =45(x+)(x+2) an.
Forme den Term anschliefend in die allgemeine
) 3 2 und in die Scheitelpunkform um.
3
Nullstellenform — Scheitelpunktform Z(_S (1 +)x()85 V= ()x)j <
—=(g+1-)(;+1-)sY =
fX)=alx—x)x—=x) | ——> | f(x) =alx+d)*+e s r
(1-)f=opun1— =z~ = p—
4 . )+
ST+ X6+ X5y = (L + X2+ .X) S
6 € € .
1 ausmultiplizieren = (§+x;+xg+ z")517
€ b3 .
2 quadratische Ergénzung (s. oben) = (g + x) (; + x) Sy =)/
3 Nullstellen berechnen (s. Ldsen quadr. Gleichungen) 2— = Zx'%— =Tx
4 Koordinaten des Scheitelpunkts berechnen:
—d =522 o = (=)

2

Bei der Nullstellenform kénnen die Nullstellen x;und x,

direkt abgelesen werden.



https://youtu.be/twrgjPIsE7I
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Losen quadratischer Gleichungen

Jede quadratische Gleichung lasst sich in die Form
ax?+bx+c=0(ab,c € Rmita # 0)umformen.
Die Losung dieser Gleichung entspricht den Nullstellen
der quadratischen Funktion f: x » ax? + bx + c.

Die Gleichung ldsst sich mithilfe der Losungsformel x, ,, =

—-b+Vb2—-4ac
2a

|16sen.

Ist hierbei die Diskriminante D = b2 — 4ac < 0, so gibt es
keine Losung. Ist D = 0, so gibt es eine Losung. Ist D > 0,
so gibt es zwei Losungen.

Sonderfille:

Ist c = 0, so lasst sich ax ausklammern und es gilt: ,,Ein
Produkt ist null, wenn einer seiner Faktoren null ist.”

Ist b = 0, so lasst sich die Gleichung durch Umformen und
Wurzelziehen nach x auflésen.

2x2—=3=4x-10,5 | —4x; 40,5
& 2x%2 —4x—25=0 Y

hier:a =2;b = —4;¢c = -2,5

_ —Coxforeaczs O\t 2
X1/2 = 2.2 1

_ 4436 _ 416

T4 T 4 ;

= X1 = _0,5, Xy = 2,5

fix o 2x?—4x—25

c=0 b=0
2x2—10x =0 —x24+2=0]-2
©2x(x—5)=0 e —x2=-=2|-(-1)
©x;=0undx, =5 ex?2=2 |V
ex=1%V2

A12: Bestimme die Nullstellen der Funktion
f(x) =3x%+5x + 2.

;‘ =X7- =x &
9 9 _ €z _ 2Ty
IFS—  ¥Z-SZMFS—  TE€v—gSAFS—

7 =2'C = q‘c = D)W |dwWioyssunso 1]

Lineares Gleichungssysteme (LGS) I6sen

1. Auflésen einer Gleichung nach einer der drei Variablen

2. Einsetzen des ermittelten Terms in die beiden anderen
Gleichungen.

3. Losen des Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten

4. Einsetzen der Losungen in die erste Gleichung zur Be-
stimmung der dritten Unbekannten

Eine quadratische Funktion f(x) = ax?® + bx + c ist
bereits eindeutig durch drei Punkte ihres Graphen
festgelegt. Durch Einsetzen der Koordinaten der drei
Punkte lasst sich ein lineares Gleichungssystem mit drei
Gleichungen zur Bestimmung der Variablen a, b und c
aufstellen.

Eine Parabel verl3uft durch die Punkte A(1]—0,5),
B(—3]3,5) und C(—4|2).
Bestimme ihren Funktionsterm f(x) = ax? + bx + c.

A€EG:: (n -0,5=a+b+c
BEGs: (1 3,5=9a-3b+c
CEGs: ()  2=16a-4b+c

1.()-0,5=a+b+c => (lajc=-0,5—-a—-b

2.(la)in(ll):  3,5=9a-3b+(-0,5-a-h)
3,5=9a-3b-05-a-b
4=8a-4b
(ha)

(la)in(ll):  2=16a—4b+(-0,5—-a—Db)
2=16a-4b-0,5-a-b
2,5=15a—-5b (llla)
3. (lla) in (llla): 2,5=15a—-5-( )
2,5=15a-10a+5
—-2,5="5a
a=-0,5 In(lla): b=2:(-0,5) - 1=-2
4. 1n (l1a): ¢c=-05-(-0,5)-(-2)=-0,5+0,5+2=2
=> f(x) =-0,5x2—-2x + 2
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Funktionsterme von Parabeln bestimmen

Zur Bestimmung eines Funktionsterms einer
quadratischen Funktion wahlt man je nach gegebenen
Punkten einen geeigneten Ansatz:

(1) Allgemeine Form: f(x) = ax*+bx +c

(2) Scheitelpunktform: f(x) = a-(x + d)? +e
(3) Nullstellenform:  f(x) =a-(x —x1)* (x — x3)

Gegeben: Drei Punkte A, B und C auf dem Graphen
= Ansatz: f(x) = ax? + bx + ¢ (Allgemeine Form)
=>» Loésungsverfahren: Gleichungssystem mit drei
Gleichungen aufstellen (siehe oben)
Gegeben: Scheitelpunkt S(—d|e) und ein weiterer
Punkt P(x|y)
= Ansatz: f(x) = a- (x + d)? + e (SP-Form)
=>» Lésungsverfahren:
e Einsetzen der Scheitelpunktkoordinaten und
der Koordinaten des Punktes P
e Ausrechnen des Parameters a

Beispiel: f(x) =a-(x +d)?+e mit S(—3| 2)
und P(—2| — 1)

=a-(-2+3)2+( )
-1=a-(1)?-3 |+3

N

<]

D f(x)=2-(x+3)2-3
Gegeben: Zwei Nulistellen x; und x, ein weiterer
Punkt P(x|y)
= Ansatz: f(x) =a-(x —x1) - (x — x3) (NS-Form)
= Lésungsverfahren:

e Einsetzen der Nullstellen und der Koordina-

ten des Punktes P
e Ausrechnen des Parameters a

Beispiel: f(x) =a-(x—x;) - (x—x,) mit den

Nullstellen x; = und x, = 3 sowie P(0]3)
=a: (0= (2):(0-3)
3=a-3-(-3)
3=a-(-9) |- (-9)
1
—--=a

3

D> f)=—3@+3) (x—3)
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Extremwertaufgaben

Probleme, bei denen man einen kleinsten Wert (Minimum)
oder einen groBRten Wert (Maximum) bestimmen will,
nennt man Extremwertprobleme. Fiihrt die Suche nach
dem Extremwert einer Grof3e auf eine quadratische Funk-
tion, so liefert der Scheitelpunkt des Graphen diesen Ext-
remwert.

Vorgehensweise:

1. Aufstellen eines Ansatzes fiir die GroRRe, die extremal
(so klein/groR wie méglich) werden soll

2. Aufstellen von Gleichungen, die die Beziehungen zwi-
schen den Variablen beschreiben (Nebenbedingung)

3. Bestimmen eines Funktionsterms fir die gesuchte
GroRe in Abhdngigkeit von nur einer Variablen (Ziel-
funktion)

4. Ermitteln des Scheitelpunktes des Zielfunktion

5. Angabe des Extremwerts

Erklarvideo:

Zum Aufrufen des Videos
entweder auf den folgenden Link
klicken oder den nebenstehenden
QR-Code einscannen.

Ops0
\:I-.-. "t|. o
e

drard

https://youtu.be/HklrmC XIfU

Ein Rechteck hat den Umfang 24cm. Bestimme die
Seitenldngen eines Rechtecks so, dass der Flacheninhalt
moglichst groR wird.

Sei x die Lange und y die Breite des Rechtecks in cm:

1)

2)

3)

4)

5)

Ansatz fiir die GroRe, die maximal werden soll (hier:

Fldcheninhalt): A(x;y) =x-y

Aufstellen einer Nebenbedingung (hier: Umfang):

U=2(x+y)=24 »y=12—x

Funktionsterm fur die gesuchte Grof3e, der nur noch

von einer Variablen abhangt (Zielfunktion):
Ax)=x'y=x-(12—x) = —x? + 12x

Suche nach dem gréBten Funktionswert (Maximum

oder Minimum) = Scheitelpunkt durch quadratische

Erganzung: -
A(x) = —x? +12x =
—(x?—12x) =
-(x?—12x+ 62— 62) =
—[(x - 6)* —36] =
—(x—6)%2+36

=>» Scheitelpunkt bei S

(6]136)
Angabe des Extremwerts:
Das Rechteck mit den Seitenldngen x = 6¢cm (vgl. xs)
undy = 12cm — 6cm = 6¢cm (vgl. Nebenbedin-
gung) hat mit 36cm? (vgl. ys) den gréRten Flachenin-
halt von allen Rechtecken mit dem Umfang 24cm.

Schnittpunkte von Funktionsgraphen

Vorgehensweise zur Berechnung des Schnittpunkts zweier
Funktionsgraphen G und Gg:

1.

Gleichsetzen der Funktionsterme: f(x) = g(x)
Losung der sich ergebenden quadratischen Gleichung
(z.B. mit der Lésungsformel) = Jede Lésung der
Gleichung liefert die x-Koordinate eines Schnittpunkts
Berechnung der y-Koordinate des Schnittpunkts durch
Einsetzen des ermittelten x-Werts in einen der beiden
Funktionsterme

Berechne den Schnittpunkt der Funktionsgraphen von f
mit f(x) = i—;i und g mit g(x) = 0,75x + 4,75.

1.

f&x) =g(x)
x-2 _
i 0,75x + 4,75 | (X + 1)
x—2=(075x+4,75) - (x+1)

x—2=0,75x%>+0,75x + 4,75x + 4,75

x —2=0,75x% + 5,5x + 4,75 | —x; +2
0 = 0,75x% + 4,5x + 6,75
_ —45+,/(45)2—-4-0,75"6,75
*12 = 2-0,75
_ —45+./2025-2025 -45 .
- 15 ~T5 0T

3.y =9(x) =0,75-(-3) + 4,75 = 2,5

=>» Schnittpunkt: S (—3]2,5)



https://youtu.be/HkIrmC_XlfU

GW9 Gymnasium Eckental

Wabhrscheinlichkeit verkniipfter Ereignisse
Mengendiagramme

Bei einem Zufallsexperiment (ZE) kénnen verschiedene
Ereignisse betrachtet werden. Diese werden mit
GroBbuchstaben bezeichnet.

Bei der Verkniipfung zweier Ereignisse kdnnen
verschiedene Konstellationen auftreten. Diese werden in
Mengendiagrammen bildlich dargestellt. Folgende Falle
kommen haufig vor:

Die Schnittmenge zweier Ereignisse A und B besteht aus
den Ergebnissen, die sowohl in A und in B enthalten sind.
Symbolschreibweise:

AN B (mathematisches ,,Und")

Die Vereinigungsmenge zweier Ereignisse A und B besteht
aus den Ergebnissen, die in A oder in B enthalten sind.
Symbolschreibweise:

| A U B (mathematisches ,,Oder”)l

Q

Achtung: Das mathematische ,Oder” entspricht nicht dem
umgangssprachlichen ,,Entweder Oder”, sondern:
,Entweder A oder B oder beide zusammen (oder/und).”

In der Klasse 10a werden alle Schiiler*INNEN einerseits
befragt, ob Mathematik ihr Lieblingsfach ist und
andererseits, ob sie das Grundwissen aus der neunten
Jahrgangsstufe wiederholt haben.

Man definiert also fiir jede Antwort:

Ereignis A := , Lieblingsfach ist Mathematik.”

Ereignis B := ,, Grundwissen wurde wiederholt.”

Zur Schnittmenge A N B gehoren die Schiler*INNEN,
deren Lieblingsfach Mathematik ist und die auch das
Grundwissen wiederholt haben.

Zur Vereinigungsmenge A U B gehoren Schiler*INNEN,
deren Lieblingsfach (entweder) Mathematik ist oder die
das Grundwissen wiederholt haben (oder beides).

Umgangssprachlich: ,Wir essen Déner oder Pizza zu
Mittag.” Beinhaltet NICHT: ,,Wir essen beides zu Mittag.”

10
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Bei der Betrachtung der beiden Ereignisse A und B eines
ZE wird die Ergebnismenge durch die vier Schnittmengen
ANB,A NB,ANB und A N B vollstindig zerlegt.
Jedes Ergebnis liegt in genau einer dieser Teilmengen.

Eine befragte Person hat entweder
- Mathematik als Lieblingsfach und das
Grundwissen gelernt (A N B).
- Mathematik nicht als Lieblingsfach und
Grundwissen gelernt (A N B).
- Mathematik als Lieblingsfach und das
Grundwissen nicht gelernt (A N B).
- Mathematik nicht als Lieblingsfach und das
Grundwissen nicht gelernt (A N B ).
Sie gehort also zu genau einer dieser Schnittmengen.

A13: Ein Spielwiirfel wird einmal geworfen. Wir
betrachten die Ereignisse A := ,,Augenzahl gerade” und
B :=,,Augenzahl kleiner 4“. Gib die Ereignisse A und B in
Mengenschreibweise an. Gib anschlieBend die Schnitt-
und Vereinigungsmenge sowie die (ibrigen
Kombinationen aus Schnittmengen der Ereignisse und
Gegenereignisse in Mengenschreibweise an.
{S}=guyfot=gur {e1l=9uy
{9 f-[7 fg fz f[} = g N/ :USWWO3JOA (3!1!32q3!9|3 uaplaq
Ul J9p0) g ul J9PO Y ul 3Ip ‘@1usawa|] a1 :98usws3un3iuiidan
{2} = g U v :uswwodon
3119zy219|8 g ul pun y ul 31p ‘@3uawia|3 31g :28uswiHuUYdS
folsw}=g{ez1}=4
{se=yv{9vzt=v 1

Vierfeldertafel und Wahrscheinlichkeiten

Flir zwei Ereignisse A und B, die bei einem
Zufallsexperiment betrachtet werden, das mehrmals
(also n-mal) durchgefiihrt wird, werden die absoluten
Haufigkeiten H in einer Vierfeldertafel tibersichtlich
dargestellt. Dort treten auch die vier moglichen Ereignis-
Schnittmengen auf.

Eine Befragung in der 10a wurde bei 28 Schiler*INNEN
durchgefihrt. Die Vierfeldertafel mit den Ergebnissen A
und B (siehe oben) sieht wie folgt aus:

A A A A
B H(ANB) H(A nB) H(B) B 10 5 15
B H(ANB) | H(ANB) H(B) B 7 13
H(A4) H(A) H(Q) 16 12 28

Die Spaltensummen und Zeilensummen bilden die
absoluten Haufigkeiten der einzelnen Ereignisse. Unten
rechts findet sich die Gesamtzahl an Durchfiihrungen.

Daraus kann man z.B. ablesen:
e 15 der befragten Schiler*INNEN haben das
Grundwissen wiederholt.
° der befragten Schiiler*INNEN haben Mathe als

Lieblingsfach und das Grundwissen nicht wieder-
holt.

11
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Statt absoluter Haufigkeiten kdnnen auch die relativen Mit relativen Haufigkeiten sieht die Vierfeldertafel
Haufigkeiten eingetragen werden. Sie kénnen als entsprechend so aus:
Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. A 1
A A B 10 5 15
B H(ANB) H(A NnB) H(B) 28 28 28
H(Q) H(Q) H(Q) B 6 7 13
B H(ANB) | HANB) | H(B) 28 28 28
H(Q) H(Q) H(Q) 16 12 8
H(A) H(A) H(Q) 28 28 28
H(Q) H(Q) H(Q)
. . . . . P(Lieblingsfach M oder GW wiederholt) =
D.|e Wahrscheinlichkeiten der Schnittmengen kénnen P(AUB) = P(A) + P(B) — _
direkt abgelesen werden. 16,15 10 _ 21
Die Wahrscheinlichkeiten der Vereinigungsmengen 28 28 28 28 _
mussen berechnet werden. Hierbei gibt es zwei Hinweis: Die Personen in der wurden
Méglichkeiten: sowohl bei A als auch bei B mitgezahlt (tauchen also

doppelt auf) und missen deshalb wieder einmal

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANnB) abgezogen werden

P(AUB)=P(ANB)+P(ANnB)+P(A nB)

Ahnlichkeit

Zwei Figuren bzw. Kérper F; und F; sind dhnlich (F1 ~ F,)
zueinander, wenn man sie durch maRstabliches
VergroRern oder Verkleinern in zueinander kongruente
Figuren Uberfihren kann.

d; = 2 dai

Jede Streckenlange in F; geht durch Multiplikation mit b=2-b
dem Ahnlichkeitsfaktor k in die entsprechende 2= !
Streckenldnge von F, tber. G=2'c
Ist k> 1, so ist F, eine VergréBerung von F;
Ist k < 1, so ist F, eine Verkleinerung von F;
Beim malstablichen VergroRern (Verkleinern) wird bei
e Figuren der Flicheninhalt um das k>-fache gréRer Flacheninhalte:

(kIeiner) F, = 22. Fi=4-F,
e Kérpern das Volumen um das k3-fache groRer

(kleiner) . I

) o ) Langenverhaltnis entsprechender Strecken:

Eigenschaften dhnlicher Figuren: lingere Kathete _ ¢1 _3 _ 1o _6_¢
e Entsprechende Winkel sind gleich grol " kirzere Kathete  a; 2 B
e Entsprechende Strecken haben das gleiche Langenver-

haltnis o1 =0 =34°und By =B2=90° =>F; ~ F, (WW-Satz)

Hinweis: Aufgrund der Winkelsumme von 180° im

Daraus folgen die Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke: )
Dreieck folgt auRerdem y; =y, = 56°.

Zwei Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie

e in zwei Winkeln Gbereinstimmen (WW-Satz)

e im Verhaltnis entsprechender Seiten tGbereinstimmen
(S:S:S—Satz) 2:36:3=4:7,2:6 = F~F (S:S:S-Satz)

a12b12C1=azlb22C2

12
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Strahlensatze

V-Figur

e//f

Hinweis: Alle Strahlensatze basieren auf den gleichen
Langenverhaltnissen entsprechender Strecken in den
ahnlichen Dreiecken ABC und ADE.

A14: Berechne die Strecken a und b in der folgenden
Figur (nicht maRstabsgetreu) aus zwei sich schneiden
und drei parallelen Geraden:

7

\ b\
T

(4n314-A) 8P =S:¥C=9 <= ¥T =95
q
<=QqIT=tv¢+d9 <= ¢- 11 =9-(F +q) <= =

S+9  ¥+q
S+9 8

L )
b

S+9
8L

1T
S14- —_=
(4n314-x) 5%

Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten
Eine Funktion f:x — a - x™ (n € N; a € R\{0}) heiRt
Potenzfunktion. Der Exponent n gibt den Grad der

Funktion an.
1) Ist n gerade, so ist der Graph achsensymmetrisch
beziiglich der y-Achse

Ist n ungerade, so ist der Graph punktsymmetrisch
beziiglich des Koordinatenursprungs.

Alle Graphen verlaufen durch die Punkte A(0|0) und
B(1l@)

2)

Fir a<0ist der Graph von g: x — a - x™ im Vergleich zu
Gt mit f:x +— |a| - x™ an der x-Achse gespiegelt:

g1(x) =l=2 - x

g2(x) =588 - x®

1) ngerade: f(x) = 5 - x*

4
35
3
25
2
1.5
1 T Graph geht
durch den
05 Punkt (0]0)
Yai T und(1|1,5)
05 1 15

2) nungerade: g(x) = 0)5 - x7

2
15
1
05
(N < i
“ 05 1 15

Graph geht
durch den
Punkt (0]0)
und (1]0,5)
15 —1/-05 N
-0.5
=1
-1.5

13
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n-te Wurzel und Potenzen mit rationalen Exponenten
Die n-te Wurzel von a (a = 0) ist diejenige nicht
negative Zahl, deren n-te Potenz a ergibt.

Man schreibt /a (n € N;n > 2).

Fira>0,z€ Zundn € N, n = 2 gilt:

1 z

ar = Va ar = \a?

_z 1
a n=
n/—az

Potenzgesetze:
Fiir a,b > 0 und rationalen Exponenten r und s gilt:

1. Potenzen mit gleicher Basis:

a _
a’-a®=a"*s bzw. gzar s

2. Potenzen mit gleichem Exponenten:
a’ a\"
a”-b" =(a-b)" bzw. —= (—)

bT b

3. Potenzen von Potenzen:
(ar)s =q’s

V8 =2, denn 23 =8
VY-8 = diese Wurzel existiert nicht!
Y81= 3,\ denn 3* = 81

l 4 E 3 —Z 1
52 = V/5; 83 = V87, 75 =5=

6 1 7
A15: a) Wandle in eine Wurzel um: 411; 53; 372

b) Wandle in eine Potenz mit rationalem Exponenten

.8q26. L . =%
um: V136, —; V16
L
ST = 52fs = 9L J‘T“‘

‘o1 L =
-

‘s€T = o£TA (9
9

£ ) ‘ .
_TAZ;—E .%:ﬁ/%:%S .ﬂ/%tzt_;-b(e.j

1 3,1 4 4 2 4

3 2
25-25 =255 =25 bzw. 25:25 =25 5 =2

2
5

2

w

2 2 2 2 2 2 2
43 = (5-4)3 = 203 bzw. 63:33 = (6:3)3 = 23

(72)5 — 72'5 — 710

A16: a) Schreibe als eine Potenz:

3
135-3%= i) = iii) (23)2 =
b) Schreibe als Produkt:
i) 325 = i)(2:-5)7 = iii)8%° =
2(68) 43P0 4(28) = 9..8 (I
(S2=,65-D 6€+ 2€ = g42E (! (g
0l = 7262 = () (0 s(é) = 2—: (n
1718 = 6+S€ = 68 . gg (I (E |

14
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Potenzgleichungen 1. Fall: xt=2 => x=4\2
Beim Lésen von Potenzgleichungen x™ = ¢
(n € N;n = 2; ¢ € R\{0}) unterscheidet man vier Fille:

1. Fall: ngerade,c>0
Es gibt zwei Losungen: x; , = +Ve

2. Fall: ngerade,c<0
Es gibt keine Losung

3. Fall: nungerade, c>0

Es gibt eine Losung: x = Y/c ' 2
4. Fall: nungerade,c<0
Es gibt eine Lésung: x = —V/¢ 2. Fall: x* = =2 - nicht méglich/lésbar

¥

Die graphische Veranschaulichung bzw. graphische
Losung der vier Félle seht ihr in der rechten Spalte.

Kein Schnittpunkt!

3. Fall: =2 => x=32

4. Fall: 3==2 => x=-32

15
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Schnittpunkte von Graphen zweier Potenzfunktionen
1. Gleichsetzen der Funktionsterme: f(x) = g(x)

2. Umformen, sodass die Gleichung f(x) — g(x) =0
entsteht

3. Ausklammern der gréRtmoglichen Potenz von ,,x“

4. Koeffizient vor ,x“ in der Klammer ausklammern

5. Das durch Ausklammern entstandene Produkt ist
Null, wenn einer der beiden Faktoren Null ist
(im Beispiel rechts  und  markiert).
Bestimme die x-Koordinaten, fir welche die einzel-
nen Faktoren des Produkts gleich null werden!

6. Bestimme die y-Koordinaten der Schnittpunkte durch
Einsetzen der x-Koordinate in eine der beiden Funkti-
onsgleichungen

Berechne den Schnittpunkt der Funktionsgraphen von
fund g mit f(x) = —4x3 und g(x) = —%x7.

Schritt 3 und 4 konnen
spater in einem Schritt

S w N -

| =

>< w

w

VoS

VY

= =

SIS

| |
=N
o ~— |
1]
\_CY_;

zusammengefasst werden.

5. a)%xg’=0f1"1rx1=0—>6.y1=f(0)=0
- $1(0]0)
b)x*—16=0 => x*=16

x, =V16 =2 - 6.y, = f(2) = =32
- 5,(2|-32)
x3=—V16 =-2 > 6.y; = f(—2) = 32
- S3(=2|32)

A17: Berechne den Schnittpunkt der Funktionsgraphen

von fund g mit f(x) = §x7 und g(x) = 3x5.
(6zL —le—)%s «
62L— = (-)f =89 g-=pM— =%
(67L18)%s « 62L=()f=U9g=6M=%
6N F = Fx 6= X 0=6—.X(q
s <o0=0)f="M9<0="xunfo = Sx§ (eg
0:(6—23(?)-9)6%'17
€
[4

<= <=

o= (e-re3)-st
ozsxg—éx?

€
ng = Lx? ‘T A

Der Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man die Seite, die
dem rechten Winkel (90°) gegeniiberliegt, Hypotenuse.
Die beiden anderen Seiten, die den rechten Winkel
einschlieRen, heilRen Katheten.

Satz des Pythagoras: 2

Addiert man die Quadrate
der beiden Kathetenlangen,
so erhalt man das Quadrat
der Hypotenusenlange.

(Kathete 1)? + (Kathete 2)? = (Hypotenuse)?

Hypotenuse

A18: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Lange der
einen Kathete a = 3cm und die Lange der Hypotenuse
¢ = 5cm. Berechne die Lange der anderen Kathete.
way =g
ZWI9T = fWIE — ;WIGZ = B — 20 =¢q
P =70+

16
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Oft heildt es dafiir kurz:

a’+b%=¢? (falls ¢ Hypotenuse)

Umbkehrung des Satzes von Pythagoras gilt auch:

Gilt in einem Dreieck die Beziehung a? + b? = ¢?, so ist das
Dreieck bei C rechtwinklig.

Nitzliche Formeln

Diagonale d eines Quadrats mit Kantenlange a:

d=+2a

Herleitung:
a? + a? = d?
2a% = d?

d=+V2a

Raumdiagonale e in einem Wiirfel mit Kantenlange a:

e=\/§a

Herleitung:

e?=d?*+a?

A19: Weise nach, dass das Dreieck mit den Seitenlangen
x=5cm, y =12cm und z = 13cm rechtwinklig ist.
31PUIMIYd3J 18I I3184(Q <=

(WIET) = ;Wd69T
= QWP T + {WIGT = (WIZT) + ¢(wWdg) 17

Hoéhe h im gleichseitigen Dreieck mit Seitenlange a:
a

h==+3

2\/_

Herleitung:

2 _ 2 a

a®=h"+ 2) . .

a?=h?+ % "

4

2 2 @ _3 5 =

h*=a 7 =2 \
a

h==13 -
2 2

A: Berechne die Hohe h der Pyramide, wenn fiir jede
Seitenflache gilt:

Hohe des Seitendreiecks hy = 5cm
Lange der Grundflache a = 6cm

‘(d siehe oben) VZAREEEE BTt wop =y )
eZ = 2a2 + aZ ’i _______ ('j“‘ LWI9T = z(wgg) - z(wgg) =Y )
----- z '
e? = 3q2 Sy = Z(;) + 3
e=+3a i
Trigonometrie C
=%
AL,
-> Beziehungen zwischen Dreiecksseiten und -winkeln o v =90° ’f«fﬁg
< %
. . I . =" b a\
Trigonometrie in rechtwinkligen Dreiecken w8 /
Die einem gegebenen spitzen Winkel benachbarte A a\ ¢ B B

Kathete heillt Ankathete, die gegenliberliegende
Gegenkathete.

Hypotenuse

Werk von UniCollab, Wikimedia Commons, CC BY-SA 3.0

Hinweis: In der Zeichnung oben ist die Ankathete von a
zugleich die Gegenkathete von # und umgekehrt.

17
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Mit Ublichen Bezeichnungen und 0 < a < 90° heiRen Gegeben sind y = 90°,a = 6¢cm, ¢ = 10cm.
Berechne die fehlenden WinkelgréRen.
) a  Gegenkathete
i . sina =—-=————
Sinus von a: c Hypotenuse sing = Gegenkathete — 6 cm — 3 - q ~ 3687°
Hypotenuse 10cm 5 !
b Ankathete
i . oS =—=—--7T-—7—
Kosinus von a: ¢ Hypotenuse cos B = Ankathete _ 6cm _ 3 B ~ 53,13°
Hypotenuse 10cm 5 !
_a _ Gegenkathete
Tangensvon a: tana = b~ Ankathete A: Bei der Fahrt auf den Kasberg in der Frankischen

Schweiz geht es zwischenzeitlich mit einer 14%igen
Steigung bergan. Berechne den Anstiegswinkel.

w ook v
8 5 LELED &
0S _ wooot — pue
Wyl 7T Twovt 1
(92215 °S) 0 151 YNS3D 1
o]
Sinus und Kosinus am Einheitskreis
& N y
, . N . . Al P P11
Sei P(x|y) ein Punkt auf dem Einheitskreis, @ der Winkel / A\
zwischen der positiven x-Achse und der Strecke OP mit / sinoi sin h | x
o . — . — | o )5 é N
0 < a < 360°. Dann sind und[sina =y] + Slme 850 :
Fiir « > 90° ist mind. einer der beiden Werte negativ. \ —/ \ ; //
Stumpfe und iberstumpfe Winkel lassen sich aber auf =]

spitze Winkel zuriickfihren. Es gilt, sogar mit a < 90°: sino>0; coso >0 Sinee>0; ieosie <0
sin(180° — a) = sina cos(180° — a) = —cosa 1:‘3’ 1:‘]
sin(180° + a) = —sina | cos(180° 4+ a) = —cosa / \ / TN
: o __ —_ o __ — s \
sin(360° — @) = —sina | cos(360° —a) = cosa \ x 1/ art

[cosar/a| ™\ | |
-1 VG 1 -1 \9 1

Ubersicht: jeweilige Vorzeichen in den vier Quadranten sine / \ sin o

Sinus Kosinus P 1T

. sinat<0; cosax >0
sinat<0; cosax<0
Lambacher Schweizer 9 (BY G9), S. 198.

Lambacher Schweizer 9 (BY G9), Klett Verlag, S. 198

Hinweis zum Umgang mit dem Taschenrechner

1

Zu jeder gegebenen WinkelgréRe gehoért genau ein Sinus- | sin330° = %; cos 225° = — %

und genau ein Kosinuswert.

sin127° = 0,7986

18
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Umgekehrt lasst sich aus geg. Sinus- und Kosinuswerten
mittels der Umkehrungen Arkussinus = TR bzw.

Arkuskosinus = TR auf die zugrundeliegenden
WinkelgrofRen zwischen 0° und 360° zuriickschlieRen.

Achtung dabei:

e |Ist genau einer der beiden Werte gegeben, so gibt es
zwei mogliche dazugehdorige Winkel zwischen 0° und
360°. Der TR gibt jedoch nur einen von ihnen aus.
Der zweite wird mithilfe obiger Formeln bestimmt.

e Fiir ein eindeutiges Ergebnis miissen sowohl Sinus als
auch Kosinus des Winkels bekannt sein.

e Gibt der TR eine negative Winkelgrol3e an, so bedeu-
tet dies, dass der Winkel im Uhrzeigersinn gedffnet
wird. I.d.R. ist verlangt, als Ergebnis den Gegenwinkel
anzugeben, der dann konventionsgemaR entgegen
dem Uhrzeigersinn ge6ffnet ist. Das Phanomen tritt
je nach TR oft bei Winkeln > 270° auf.

Trigonometrie in allgemeinen Dreiecken
In jedem Dreieck ABC gelten der Sinussatz:

a b c

sina sinf  siny
und der Kosinussatz:
a? =b%+c? —2bccosa

b? = a%? + ¢* — 2ac cos
c? =a%?+ b%?—2abcosy

Der Satz des Pythagoras ist Spezialfall des Kosinussatzes,
da cos 90° = 0. In diesem Fall fallt der Subtrahend weg.

Wichtige Zusammenhange

Alle Zusammenhange entstammen dem rechtwinkligen
Dreieck, lassen sich aber fir beliebig grolRe Winkel
verallgemeinern.

1. |sina = cos(90° — a)| und |cos a = sin(90° — a) |

2. Trigonometrischer Pythagoras:

|(sinoz)2 + (cosa)? = 1|

sina

3. [tana =

fiir a # 90°, da cos 90° = 0.

cosa

Bestimme den Winkel a, 0° < a < 360°, fur den gilt:

. V3 1
sina =7und cosa = .

cos™1 G) =] liefert

= a, = 60° oder a, = 300°;

TR:

V3
_774;

~| G

Ausschluss von a5, da sin 300° =

also ist die Losung: a = 60°.

Bestimme die beiden Winkel a4 und a, zwischen 0° und
360°, fiir die gilt: sina = —0,9336.

TR:{sin"(—0,9336) | =] liefert [=69,00312963 ...]
Zwischenergebnis: @ & —69°, flr erste Losung:
Gegenwinkel bestimmen = a; = 360° — 69° = 291°,
zweite Losung: a, = 180° + 69° = 249°

Berechne die fehlenden Seitenlangen und WinkelgrofRen
des Dreiecks ABC: b = 4,2cm, ¢ = 5cm, y = 25°.
b sinf

c siny

4,2
=sinf = = sin 25° = 0,355 = £ = 20,8°

a = 180° — 25° — 20,8° = 134,2° (Innenwinkelsatz)

_ sin134,2°

a sina
sin 25°

= — =
c siny

-5cm =~ 8,48 cm

alternativ Anwendung des Kosinussatzes:

a? = (4,2cm)? + (5cm)? — 2 - 4,2cm - 5¢m - cos 134,2°
~ 72,92 cm?
= a~= 8,48 cm

. tan a
Vereinfache den Term —.
sina
sina .
tana= cosa _ sma. 1 _ 1
sina sina cosa sina cosa
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